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Аннотация. В работе впервые с помощью логистических моделей с учетом предыстории описываются 
внутриэтнические эволюционные процессы на стадии подъема. Чтобы учесть адекватно предысторию или 
стохастический характер внутриэтнической эволюции приводится математическая модель, основанная на 
дифференциальном уравнении дробного порядка.
Resume. For the first time using logistic models based on prehistory intraevolutionary processes are de­
scribed at the stage of recovery. To take into account adequately the background or the stochastic nature in ethnic 
evolution is a mathematical model based on differential equations of fractional order.
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М атем атическое м одели рован и е  на соврем енном  этапе представляет собой сам остоятель­
ное н ап равлен и е в науке, играет синтезирую щ ую  роль, о бъеди н яя  р азн ы е  м етоды  и  подходы  м а ­
тем атики , ф и зи к и , биологии , соци ологи и  и  вступает в новы й  этап  своего р азви ти я , обращ аясь к 
изучению  общ ественны х процессов. И зучение р азв и ти я  общ ества началось с м одели рован и я  б и о ­
сф ерны х процессов З ем л и . Биосф ера получила статус научного п редм ета благодаря  целостном у, 
ком п лексном у подходу к  ней , разработан н ом у  в трудах В.И. В ернадского [1]. С огласно его теории  
ж ивое вещ ество п ланеты  связан о  с косн ы м  вещ еством  посредством  биохим ической  эн ерги и , ко то ­
рую он  такж е н азы вал  би огенной  м и грац и ей  атомов. Эта эн ерги я  обесп ечивает сущ ествование всех 
ж и вы х организм ов, зап асы  которой  п оп олн яю тся за  счет солнечн ой  эн ерги и . М одели биосф еры  
строились на основе о п и сан и я  процесса «п еретекан и я»  биохим ической  эн ерги и  и з  од н о й  систем ы  
в другую. Ж и зн ь  лю дей  такж е обеспечивается н ал и ч и ем  этой  эн ерги и . И збы ток этой  эн ерги и  
наруш ает равновесие в при роде, поскольку  вы свобож дение и збы тка эн ерги и  п ри води т к соверш е­
нию  работы . В спы ш ки биохим ической  эн ерги и  среди  лю д ей  назы ваю т п асси он арн ы м и  им п ульса­
м и, т.е. поведенческие им пульсы , н ап равлен н ы е проти в  ин сти нкта  сам осохран ения [2].
П о соотнош ению  им пульсов пассион арности  и  ин сти нкта сам осохран ения все особи р а зд е ­
ляю т н а  три  тип а: 1) п асси он ари и  -  особи, пасси он арн ы й  им п ульс п оведения которы х превы ш ает  
вели чи н у  им пульса ин сти нкта  сам осохранения; 2) субпассионарии -  особи, пассион арны й и м ­
пульс которы х м еньш е им пульса ин сти нкта  сам осохранения; 3) гарм он и чн ы е лю д и  -  особи, п ас­
си он арн ы й  им пульс которы х р авен  по вели чи н е им пульсу ин сти нкта  сам осохран ения. К оличество 
пассион ариев и  субпассионариев всегда не превы ш ает  нескольких проц ентов от общ его числа ч л е ­
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нов этноса. Основное большинство людей составляют гармоничные особи. Но именно соотнош е­
ние пассионариев и субпассионариев определяет состояние этноса. Общее состояние этноса опре­
деляется средней характеристикой -  пассионарным напряжением, равным отношению количества 
имеющейся в этносе пассионарий к количеству особей, составляющих этот этнос. В процессе внут- 
риэтнической эволюции на стадии подъема необходимым условием стабилизации межэтнических 
отношений является гармония межпассионарных отношений.
Реализуемые модели этнических процессов можно получить, если исходить из математи­
ческой теории борьбы за существование [3].
Этнические системы и процессы, как правило, являются синергетическими, поэтому и ме­
тоды нового научного направления, названного Г. Хакеном [4] синергетикой, найдут применение 
при их моделировании.
Рассмотрим процесс внутриэтнической эволюции. Пусть в этносе из N  = N  (t) человек, жи­
вущих в некоторой географической области с определенной системой связи, в момент времени 
содержатся U = U(t) пассионариев и V = V(t) субпассионариев. Допустим, что фаза подъема внут­
риэтнической эволюции начинается в момент времени t = 0 и заканчивается при t = tm . Очевидно, 
что области значения R(N), R(U), R(V) функций N ,U ,V  принадлежат множеству целых чисел. По­
этому, вместо разрывных целочисленных функций N,U  ,V  введем непрерывно дифференцируе­
мые функции n = n(t), u = u(t), v = v(t), имеющие в каждый момент времени те же целые части, что и 
N ,U ,V  соответственно, т.е. [n(t)] = N  (t),[u(t)] = U  (t),[v(t)] = V  (t) для всех t e [ 0, tm ]. Будем предпола­
гать, что
n(t) = u(t) + v(t), 0 < t < tm. (1)
В теории популяции, в том что числе человеческой, наиболее апробированным законом 
развития является логистический закон роста [5, с. 103]
n'(t) = ц n(t) - Ц  n 2(t), (2)
K
где К -  емкость среды обитания, i  -  коэффициент автоприроста. Уравнение (2) можно переписать 
в виде
d  [ 1 ) ц ц
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I  ^ ^  ^ч (3)dt  ^n(t) | K  n(t)
Уравнение (3) является линейным относительно функции 1/ n(t) и его единственное реше­
ние, удовлетворяющее начальному условию
n(0) = По, (4)
задается хорошо известной в биологии и медицине формулой
n(t) = ----------- n°K ---------- . (5)
По + (K  -  По)ехр(-Ц)
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Рис. 1. График функции n(t) при K  = 60, п0 = 6, ц = 2, tm = 100.
Fig. 1. The graph of the function n(t) at K  = 60,n0 = 6, ц = 2,tm = 100.
График функции (5) (рис. l) можно использовать в качестве приближения к реальному за­
кону роста численности этноса на фазе подъема.
Синергетика пассионериев и субпассионариев носит характер сходный со взаимодействием 
«хищник-жертва». На фазе подъема в качестве жертвы выступают субпассинарии, а в роли хищ ­
ника -  пассионарии. В соответствии с этим уравнения движения могут записаны в виде
u'(t) = ц  u — уг uv, V (t) = —ц2 v + у 2 uv, (6)
где 0 *  t *  tm , ц , ц2 -  неотрицательные параметры автоприроста пассионариев и субпассионариев, 
, у2 -  коэффициенты их взаимодействия.
Из системы (6) следует, что если вектор w = (u,v) -  решение (6), то
У 2 [u' (t) — ^ u(t)] = —yi [v' (t) — V2v(t)l
Формулы (l) и (5) дают основания записать
v(t) = n(t) — u(t), v'(t) = n'(t) — u'(t).
(7)
(8 )
Подставляя формулы (8) в соотношение (7) получим дифференциальное уравнение роста числен-
ности пассионариев
au' (t) — bu(t) = —у  [n(t) — ц2 n(t)], (9)
a = У 2 —У  ^ b = Ц1У 2 +Ц2У1. (10)
Если суммарная численность n(t) пассионариев и субпассионариев меняется по закону 
Мальтуса [5, с. 103]
n(t) = n  exp(^t), (11)
то из дифференциального уравнения (9) следует, что пассионарии на фазе подъема растут по экс­
поненциальному закону
u(t) = u(0)exp| b t |. (12)
Здесь в формуле (12) естественно предположим, что у 2 > у , т.е. a > 0.
Когда численность этноса меняется по логистическому закону (5) динамику численности 
пассионариев в силу уравнения (9) определяется формулой
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u(t) = u(0)exp| —t I— 1 [[n'(x)- ц n(x)]exp/7 П  ( t-x )a
dx. (13)
Как видно из логистического закона роста (2)
d , ц „ ч
—  In n(t) = Ц- — n(t), 
dt K
поэтому формула (13) перепишется в виде
u(t) = u(0)exp| —t I -  —  f  п(х)[ц- ц  --^n(i)] exp 





Пусть U < t < t промежуток времени, когда не происходит существенное изменение чис­
ленности этноса и можно положить, что n(t) совпадает с емкостью K  среды обитания. Тогда из 
соотношения (14) имеем, что
Так как при U < t < t
то из равенства (15) имеем
u(t) = u(0)exp| —t | + 1 1^ tK 
a ) a
1 t
- f  exp
a 0
u(t) = u(0)exp| —t | + 1iHtK 
I a ) b
f  exp -  — (t-x) 
a
dx. (15)
h 1 "  1 — I "-  -  (t-x ) dx = — exp1 — t I - 1
a —_ V a ) _
e x p - - t |- 1 (16)
Другими словами, при n(t) = K , численность пассионариев меняется по закону (1), который 
близок к экспоненциальному.
Логистический закон (2) не учитывает адекватно предысторию или стохастический харак­
тер внутриэтнической эволюции. Чтобы учесть эти факторы можно воспользоваться вместо диф­




+ ^  = 8t», 
n(t) (17)
где а, ц, 8, р -  постоянные параметры модели, которые характеризуют тот или иной этнос, причем
1 d rt
0 < а <  1, Р > - 1; Dau(x) = :Jou(x)(t - х ) а dt -  оператор дробного дифференцирования по-
Г (1 -a ) dt
рядка а с началом в начальный момент времени t = 0 [5, с. 28], Г  (а) -  гамма функция Эйлера.
Относительно функции z(t) -1 /  n(t) уравнение (17) является линейным дифференциальным 
уравнением дробного порядка a :
D0atZ(x) + |jz(0 = 8tр , 0 < t < tm. (18)
Решение уравнения дробного порядка (18), удовлетворяющее начальному условию
limt1 a z(t) = 0
t ^ 0
имеет вид [6, с. 92]
z(t) = 8D0-t“xp -^8r(a)D0-t“{EV2[-^(t-x)a;a ^ V j ,
0
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« z k
где E  (z, ц) = У -------------------- ф ун кц и я  ти п а  М иттаг-Л еф ф лера [6, с. 117].
р Г (ц  + к  / р)
З а к л ю ч е н и е
В работе впервы е с пом ощ ью  логистических  м оделей  с учетом  п реды стори и  описы ваю тся 
внутриэтнические эволю цион ны е процессы  н а  стадии  подъем а. П риведенны е м одели  м огут п р ед ­
ставлять н есом н ен н ы й  интерес хотя бы  д л я  ори ен ти ровочн ой  оц ен ки  чи слен н ости  этноса в п ер и о ­
дах подъем а.
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